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1. GIRiS

Optimizasyon, bir sistemde varolan kaynaklarin (isgiicli, zaman, kapital, siiregler,
hammaddeler, kapasite, ekipman gibi) en verimli sekilde kullanilarak belirli amaglara (maliyet
enazaltilmasi, kar engoklanmasi, kapasite kullaniminin enyiikseltilmesi ve verimliligin
encoklanmasi gibi) ulagsmayi saglayan bir teknoloji olarak tanimlanmaktadir (Gass, 2000).

Optimizasyonda modelleme ve ¢oziimleme iki 6nemli bilesen olarak nitelendirilmektedir.
Modelleme gercek yasamda karsilasilan problemin matematiksel olarak ifade edilmesi;
¢Oziimleme ise bu modeli saglayan en iyi ¢Oziimiin elde edilmesini kapsamaktadir.
Optimizasyon teknolojisinin gelisiminde arastirmacilar Oncelikli olarak modellemeyle
ilgilenmislerdir. Bu alandaki ilk ¢aligmalar Leontief tarafindan Amerika Birlesik Devletleri’nin
dis ticaretini ve ekonomik yapisini modellemek amaciyla yaptig1 yayinlardir (Leontief, 1933;
1936). Rus matematik¢isi Kantorovich iiretim planlamasinda en siklikla karsilasilan
problemlerin modellenmesine ve elde edilebilecek en iyi sonuglart bulma metodlarini anlattigi
makalesiyle modern {iretim sistemlerinde optimizasyona olan ihtiyact ortaya koymustur
(Kantorovich, 1939). Fakat, Kantorovich’in bu ¢aligmas1 batili bilim insanlar tarafindan uzun
stire sonra farkedilmistir (Kantorovich, 1960). Kantorovich, {iretim sistemlerinin performansinin
arttirimina yonelik dokuz farklt optimizasyon problemi tanimlamig ve bu problemlerin
¢oziimiine yonelik olarak her problem icin farkli ¢oziim algoritmasi gelistirmistir. Ote yandan,
Kantorovich ve Gavurin (1940) ulagim sektoriiniin verimliligini arttirmaya yonelik modelleme
caligmalar1 da yapmiglardir. Ayrica, ekonomi alaninda optimum kapasite kullanimina yo6nelik
ozellikle ulastirma sistemlerinde modelleme c¢alismalart yapilmistir (Koopmans, 1949;
Koopmans, 1951; Koopmans ve Reiter, 1951; Koopmans, 1957; Koopmans ve Bausch, 1959).
Bu modelleme caligmalari bilim diinyasi tarafindan kabul gérmiis ve Leontief 1973 yilinda
Nodel Ekonomi Odiiliinii almistir, Kantorovich ve Koopmans ise 1975 yilinda Nobel Ekonomi
Odiili’nii paylasmiglardir (Nobel, 2006). Optimizasyon modellerinin &zellikle ekonomik
sistemlerde kullanilmasi ve iiretim/dagitim sistemlerinde karsilagilan problemlerin bir¢ogunun
optimizasyon problemi olarak modellenmesine ragmen optimizasyon modellerinin teorik
ozelliklerinin arastirilmasi ve genel ¢oOziim algoritmalarinin gelistirilmesi halen devam
etmektedir. Optimizasyon problemlerinin ¢6ziimiine yonelik olarak ilk 6nemli ¢alisma Dantzig
tarafindan yapilmis ve simpleks algoritmasi gelistirilmistir (Dantzig, 1949a). Nobel Ekonomi
odiiliint 1975 yilinda alan Koopmans, Dantzig’in ¢alismalarinin énemine inanmis ve Dantzig’in
bu ddiile ortak olmast gerektigini Nobel 6diil komitesine belirtmistir. Fakat bu cagrisina cevap
alamamis ve Nobel oOdiiliinlin tigte birlik kismimi Uluslararasi1 Uygulamali Sistem Analizi
Enstitiisi’nde (International Institute for Applied Systems Analysis-ILASA) George Dantzig
adina kurulan burs programina bagislamistir (Gass ve Assad, 2004). Koopmans, optimizasyon
projelerinde modelleme ve ¢oziim gelistirme caligmalarinin birlikte yiriitiilmesi gerekliligine



inanmis ve bu konunun &nemini Nobel Odiilii'nii aldiginin agiklanmasindan hemen sonra
yaptig1 bu jestle ifade etmistir.

Optimizasyon teknolojisi, karar verme siireclerini hizlandirmakta ve karar kalitesini
arttirmakta kullanilarak gercek hayatta karsilasilan problemlerin etkin, dogru ve ger¢ek zamanl
¢Oziimiinde yararlanilmaktadir (Winston, 2003). Optimizasyon, ekonomik agilardan getirdigi
kazanglarin yaninda miisteri, igveren ve g¢alisanlarin tercih ve kisitlarinin karar siirecinde yer
almasinda ve sistemde yer alan kaynaklarin kalitesinin yiikseltilmesinde de etkin bir sekilde
basvurulan bir yontem olarak kullanilmaktadir. Optimizasyon teknolojisi kullanilarak
gergeklestirilen projelerin anlatildig Interfaces dergisi 1971 yilinda yayin hayatina gegmis ve
diizenli olarak uygulamali projeler i¢in gelistirilen modeller, ¢6ziim yontemleri ve sonuglari
yayinlanmaktadir (INFORMS, 2006). Bu derginin her y1l yaymlanan Ocak ay1 sayis1 bir dnceki
yilda tamamlanan en basarili uygulamalar1 detaylariyla tanitmaktadir.

Birgok temel bilimde karsilasilan problemlerin ¢6zlimiinde; endiistriyel, finansal ve servis
sistemlerinin performanslarinin eniyilenmesinde sik sik kullanilan optimazsyon teknolojisi bir
projede kullanildiginda genelde modelleme ve ¢oziimleme 6n plana ¢ikmaktadir (Hillier ve
Lieberman, 2005). Optimizasyon modelleri 2. kistimda tanitilip siniflandirilmistir. Optimizasyon
problemleri i¢in ¢6ziim yontemleri ise 3. kisimda anlatilmstir.

2. OPTiIMiZASYON MODELLERININ OLUSTURULMASI

Modeller, temel bilimlerde ve miihendislikte yogun olarak kullanilan, biiyiik kapsamli bir
sistemin tim Ozelliklerini yansitacak daha kiigiik boyutlardaki yapilardir. Modeller, genelde
sistemin temel 6zelliklerini yansitacak ve modelin kullanim amaglarini gercekci olarak icerecek
detaylar bulunur. Ornegin, tasarim agamasinda olan bir ugagi diisiirdiigiimiiz zaman, ugagmn
aero-dinamik yapisini incelerken gergek ucak yerine u¢agin modeli kullanilarak riizgar tiineli
deneyleri yapilir. Tarimda ise bir bitkinin tim Ozellikleri incelenip bitkinin veriminde
iyilestirme ¢aligmalar1 yapilirken, bitkinin modelleri laboratuvar ortaminda degisik
parametrelere gore degerlendirilip sonuglar analiz edilir.

Optimizasyon modelleri ise sistemin isleyisini ve ozelliklerini yansitan, sistemin i¢indeki
ve c¢evresindeki diger sistemlerle olan etkilesimleri kapsayan matematiksel ifadelerden
olusmaktadir (Williams, 1999). Asagida da goriildiigii gibi, bu matematiksel ifadeler sistemin
Olciilebilen ozelliklerini belirleyen parametreler, en iyi sonuglari verecek karar degerlerini
belirleyen degiskenlerden, sistemin eniyilenecek performans oOlgiitinden ve sistemin
ozelliklerini ve sinirlarini belirleyen kisitlardan olusmaktadir:

max z=f(x,y)

k.s. g(x,y)=0
h(x,y)<0 (D)
xeR"
ye{0,12,.,m}

Yukaridaki optimizasyon probleminde sistemin performans Olgiitii (amag¢ fonksiyonu)
z=f{x,y) ile ifade edilmis ve karar degiskenleri x ve y’nin bu 0l¢iitii engoklayacak degerlerinin
bulunmas: hedeflenmektedir. Sistemin oOzellikleri ise g(x,y) esitligi ve h(x,y) esitsizlikleri
(kisitlar) belirlemektedir. Ayrica, karar degiskenleri iki tiirlii ifade edilmistir: » boyutlu uzayda
herhangi bir reel degeri alabilen siirekli degiskenler (x) ve herhangi bir tamsay1 degeri alabilen



tamsayili degiskenler (y). Optimizasyon modellerini igerdikleri karar degiskenlerinin, amag
fonksiyonunun ve sistem kisitlarinin 6zelliklerine gore sistem parametrelerinin bilinen sabit
degerlere aldigi durumlarda asagidaki gibi siniflandirilmaktadir (NEOS, 2006). Eger bir
optimizasyon problemleminde y degigkenleri yer almiyorsa ve f{x), g(x) ve h(x) fonksiyonlari
dogrusalsa o problem bir dogrusal programlama problemi olarak tanimlanir. Bir optimizasyon
probleminde y degiskenleri yer almiyorsa ve f{x), g(x) ve h(x) fonksiyonlarin herhangi birisi
dogrusal degilse o problem bir dogrusal olmayan programlama problemidir. Optimizasyon
problemlerinde y degiskenleri yer aliyorsa f{x,y), g(x,y) ve h(x,y) fonksiyonlarinin dogrusal
olmas1 durumda problem tamsay1 karigik dogrusal programlama problemi, f{x,y), g(x,y) ve h(x,y)
fonksiyonlarindan herhangi birisinin dogrusal olmamasi durumunda ise tamsay1 karisik dogrusal
olmayan programlama elde edilir.

2.1. Dogrusal Programlama Modelleri

Bu problemlerde sadece siirekli degiskenler ve dogrusal amag¢ fonsiyonuyla, dogrusal
kisitlar mevcuttur.

max z=c'x
k.s. Ax<b 2)
xz0

Dogrusal programlama modelleri en yaygin olarak kullanilan optimizasyon modelleridir ve
bilimsel, endiistriyel ve ekonomik problemlerin modellenmesinde yaygin olarak kullanilmistir.
Bu baglamda, iiretim yapan bir isletmede verimliligin optimizasyonuyla ilgili basit bir dogrusal
programlama model asagida verilmistir.

Bir igletmede iki yeni {irlini iki farkli fabrikada iiretilebilmek imkani vardir. Bu isletme
icin gecerli olan veriler Table 1°de verilmistir. Her iki fabrikada yeni iriiniin {iretimi igin

kullanilabilecek zaman kisitlidir. Fabrikalarin yapilar1 farkli oldugu igin birim {iriin icin farkli
iiretim zamanlar1 vardir. Ayrica her {iriiniin kar marj1 ve talebi de belirlidir.

Tablo 1. Ornek problem igin veriler.

Birim iiriin i¢in harcanan Kullanilabilir

iiretim zamani toplam iiretim
Urinl | Uriin2 zamani
Fabrika 1 1 1 100
Fabrika 2 2 1.5 170
Kar Marj1 1.000 900
Talep 100 100

Bu isletmede kar1 engoklayan iiriin dagilimi asagidaki gibi modellenebilir:

Karar Degiskenleri:
= x; : Urlin 1’in iretim miktar1 (adet)
* x,: Urlin 2’nin {iretim miktar1 (adet)

Parametreler:
» ¢;: Uriin 1’den elde edilen kar miktar1 (1.000 TL/adet)



» ¢,: Uriin 2°den elde edilen kar miktar1 (900 TL/adet)

= b, Fabrika 1°deki kullamilabilir toplam tiretim zamani (100 saat)
=  b;: Fabrika 1’deki kullanilabilir toplam {iretim zamani (170 saat)
= a;: Uriin 1’in Fabrika 1°deki iiretim zamani (1 saat/adet)

» a;: Uriin 2’nin Fabrika 1°deki iiretim zaman1 (1 saat/adet)

» 2, Uriin 1’in Fabrika 2’deki iiretim zamani (2 saat/adet)

»  a,,: Uriin 2’nin Fabrika 2’deki iiretim zaman1 (1.5 saat/adet)

» d, : Uriin 1 igin belirlenmis talep miktar1 (100 adet)

* d, : Uriin 2 igin belirlenmis talep miktar1 (100 adet)

Amag Fonksiyonu:
= Toplam karin engoklanmasi (z=cx; +c,x;)

Kisitlar:

= Fabrika 1’deki toplam tiretim zamani kisithidir (a;x;+ax,<b;)
= Fabrika 2’deki toplam iiretim zamani kisitlidir (a;;x,+a;,%,<b;)
»  Uriin 1 icin talep miktar1 (x;<d,)

= Uriin 2 icin talep miktar1 (x,<d,)

= Her {irlin i¢in en diisiik tiretim miktar1 (x,>0 ve x,>0)

Bu problem i¢in dogrusal programlama modeli asagidaki gibi olusturulur:

max z =1.000x; +900x,

k.s. Ix+ 1x, <100
2x,+ 1.5x, <170
TR (3)
X <100
x, <100

20, x,20

2.2. Tamsayl-Karisik Dogrusal Programlama Modelleri

Bu modellerde dogrusal programlama 6zelliklerine ek olarak karar degiskenlerinde bazilari
sadece tamsayil1 degerler alabilirler.

max z=ch+dTy
k.s. Ax+Ey<b
x>0

“

Yukarida verdigimiz dogrusal programlama modelinde iki iriinden sadece birisini
secebilecegimizi diislinelim. Eger birinci iiriinii secersek fabrikalarda gerekli diizenlemelri
yapabilmemiz i¢in bir defaya mahsus olmak iizere 1.500 TL masraf yapmamiz gerekmektedir
ve ikinci drlin i¢inse 1.200 TL masraf gerekmektedir. Dogrusal programlama modeline
asagidaki eklemeleri yapmamiz gerekmektedir:

Karar Degiskenleri:
* y; = birinci Uirlin se¢imi (=1 eger birinci {irlin segildiyse, =0 eger birinci iriin
secilmediyse)

=y, = ikinci {iriin se¢imi (=1 eger ikinci {iriin se¢ildiyse, =0 eger ikinci {irlin se¢ilmediyse)



Parametreler:
®  ¢;: birinci {irlin segildiginde yapilacak masraf (1.500 TL)
= ¢, ikinci iirilin secildiginde yapilacak masraf (1.200 TL)

Amag Fonksiyonu:

= Toplam karin engoklanmasi (z=cx; +cox,-€1x1-€x2)

Kisitlar:

= Sadece bir iiriin se¢ilebilir (y;+y,=1)
Bu problem i¢in dogrusal programlama modeli (5):

max z =1.000x; +900x, —1.500y, —1.200y,

k.s. N+ x <100
2x + 1,5x%, <170
X —100y, <0 5)
Xy -100y, <0
n+ y =1

x 20, x,20, y €{0,1},y, €{0,1}

2.3. Dogrusal Olmayan Programlama Modelleri

Bu modellerde ama¢ fonksiyonu ve/veya kisitlardan bazilari dogrusal degildir.
Optimizasyon sonucunda ama¢ fonksiyonunu eniyileyecek karar degiskenleri, x, n boyutlu
uzayda herhangi bir gergek degeri alabilirler.

max z= f(x)
k.s. ;g((x)zO ©)
x)<0
xeR"

Dogrusal programlama 6rnek modelimizde her doniim i¢in elde edecegimiz karin elastik
oldugunu diisiinelim: tarim arazimizi bir iiriin i¢in ne kadar fazla kullanirsak kar her déniimden
elde edecegimiz kar miktar1 azalmaktadir. Bu durumda birim kar miktarlari, ¢; ve c¢,, (7)’deki
gibi ifade edilirler:

1.000 900
()5 ”
1

(x2 )1/E2
Bu ifadelerde E, ve E, kar elastikligini temsil etmektedir. Ornek problemimizde birinci
iirin igin bu degerin 15 ve ikinci iiriin iginse 10 oldugu durumda dogrusal olmayan eniyileme
problemi (8)’de verildigi sekilde olusur:

=




1.000 900

max z= X )1/15 n+ (xz)l/lo %2
k.s. x + x, <100
2, + 1,5x, <170 ®)
X+ <100
x, <100
x 20, X, 20

2.4. Tamsayi1-Karisik Dogrusal Olmayan Programlama Modelleri

Bu modeller amag¢ fonksiyonunda ve/veya kisitlarda dogrusal olmayan ifadeleri ve
tamsayili degiskenleri kapsamaktadir. Bu modellerin genel hali bu boliimiin basinda verilmistir.
Ornek problemimizde kar esnekliginin oldugu ve iki {iriinden sadece birisini segmemiz gerektigi
durumda optimizasyon modeli agsagidaki gibidir:

max z= 1'010/?5 X+ 90310 x, —1.500y, —1.200y,
x) (x,

k.s. X+ Xy <100

2x; + 1,5x, <170

X —-100y, <0 ©)]

Xy -100y, <0
n+ oyl
x 20, X, 20, y €{0,1}, y, €{0,1}

3. OPTIMiZASYON PROBLEMLERININ COZUM METODLARI

Optimizasyon modellerinin ¢oziimiine yonelik yontemlerin arastirilmast ikinci diinya
savasi yillarina dayanmaktadir (Dantzig, 2002). Yillar boyunca yapilan aragtirma ve gelistirme
faaliyetleri sonucunda o&zellikle dogrusal programlama problemlerinin ¢oziimiinde biiyiik
ilerleme kaydedilmis olup halen yaygin olarak kullanilmaktadir. Diger optimizasyon
problemlerinin ¢ézlimiine yonelik yazilimlar olmakla birlikte, bu problemlerin ¢oziimiinii en
etkin sekilde elde eden ¢oziim yontemleri devamli gelistirilmektedir. Bu boliimde, daha dnce
tanimladigimiz 4 farkli simif optimizasyon problemlemi igin ¢6ziim yontemlerinin 6rnek
problemlere uygulanigini inceleyecegiz.

3.1. Dogrusal Programlama Metodlar:

Dogrusal programlama modellerinin temeli dogrusal esitliklerin ¢6zlimiine dayanmaktadir.
Bu baglamda, dogrusal programlama modelinde varolan Ax<b esitsizlikleri her esitsizlik i¢in
yeni bir degiskenin tanimlanmasiyla esitlige doniistiiriiliir (4x+x,=b). Bu sekilde esitliklerle
ifade edilen dogrusal programlama modelinde degisken sayist her esitlik sayisindan daha fazla
olur. Dogrusal sistemlerde ¢oziimler bagimsiz ¢oziimler kiimesi sistemdeki esitsizlik sayisi
(Ax<b), m, ve degisken sayisimin (x degiskenleri), n, bir fonksiyonudur. Olabilecek tiim
¢Oziimlerin sayisi ise (10) denkleminden elde edilir.



[m+n]:(m+n)/ (10)

n m!n!

Tablo 2. Dogrusal Bir Sistemin Eigtlik Sayis1 Ve Degisken Sayisina Gore Coziim Sayist.

Degisken Sayist Esitlik Sayist Coziim Sayis
2 2 6
5 5 252
10 10 184.756
25 25 126.410.606.437.752

Tablo 2’de gosterildigi gibi ¢ok kiiciik boyutlu problemlerde biitiin ¢6ziimleri teker teker
elde edip bu ¢oziimler arasindan en iyi sonucu elde etmek miimkiin gibi goériinse de gercek
hayatta karsilasilan problemler i¢in en yiiksek performansh bilgisayarlarla bile uygulama i¢in
kabul edilebilecek siirelerde c¢oziilemeyecek kadar zordur. Bu durumda bilim diinyast akilli
¢bziim algoritmalar1 arayisina girmistir. Dantzig (1949a), Ikinci Diinya savasi siiresince ve daha
sonra yaptigl calismalart sonucu dogrusal programlama problemlerinin ¢éziimii i¢in simplex
metodunu gelistirmistir ve metodu 1949 yilinda yaptig1 yayinla agiklayarak bu alanda onciiliik
yapmistir. Simplex metodu dogrusal programlama probleminin ifade edildigi ¢ok boyutlu
uzayda problemde varolan kisit sayist kadar karar degiskeninin aktif oldugu bir ¢éziimden
baslayarak amag fonksiyonun degerini en iyiye dogru tastyan aktif olmayan bir degiskenin aktif
olan bir degiskenle yer degistirmesi esasina dayanir. Bu islem ardisik olarak tekrarlanir ve amag
fonksiyonu degerinde herhangi bir iyilisme elde edilmeyecegi bir durumda ise simplex metodu
problemin en iyi ¢6ziimii buldugu i¢in ¢6ziim elde edilmis olur. Simpleks metodu ile ilgili teorik
caligmalar ¢esitli makalelerde verilmistir (Dantzig ve Wood, 1949; Dantzig, 1949b, Dantzig
1951a, Dantzig, 1951b; Dantzig, 1951c; Dantzig, 1963).

Omek problem igin ¢oziim alani Sekil 1°de gosterilmistir. Modelde iki esas degisken
oldugu i¢in ¢oziim alani iki boyutlu grafikte gostrerilebilmektedir. Modeldeki birinci kisit
¢ozlim alanimi dogrusal olarak birinci degisken ekseninden 100 degerinde ve ikinci degisken
ekseninden yine 100 degerinde kesmekte ve ¢oziim alanini bu dogrunun altinda kalan bolgeyle
simirlamaktadir. ikinci kisit ise kisit ¢dziim alanini dogrusal olarak birinci degisken ekseninden
85 (170+2) degerinde ve ikinci degisken eklseninden yine 113.33 (170+1,5) degerinde kesmekte
ve ¢Oziim alanini bu dogrunun altinda kalan bolgeyle sinirlamaktadir. Tiim kisitlariyla birlikte
problemin ¢6ziim alani ise iki kisitin kesistikleri ¢6ziim alaniyla sinirlanmustir. Sekil 1°de, amag
fonsiyonun ii¢ degisik degeri gosterilmistir. Bu dogru iizerindeki tiim c¢oziimlerin amag
fonksiyonu degeri birbirine esittir. Ornek problemizde de oldugu gibi tiim dogrusal
programlama problemlerinde sonsuz sayida ¢dziim olmakla birlikte, en iyi ¢6ziim modeldeki
kisit sayisina esit sayidaki degiskenin aktif oldugu noktalarda, yani kisilarin kesistigi noktalarda
olabilmektedir (Dantzig, 1963). Ornek problemimizde bu noktalar A, B, C, ve D olarak
belirtilmistir. Dolayisiyla simplex metodu sadece bu ¢oziimleri rasyonel bir sekilde ardisik
olarak inceleyerek en iyi ¢oziimil tiim c¢oziimleri elde etmeden bulur. Simplex metoduna en
kolay ¢6ziim olan A (x;=x,=0) noktasindan bagladigimiz durumda, ilk iterasyonda bu ¢dziime
komsu olan B veya D c¢oziimlerinden birisini en iyi ¢Oziim adayr olarak incelemek
gerekmektedir. Eger B ¢0ziimil tercih edilirse x; yoniinde hereket edilecek ve x; degiskeninin



degerinde yapilacak her birim artisla amag fonsiyonu degerinde 1.000 birim iyilestirme elde
edilecek, D ¢oziimil tercih edilirse x, yoniinde hereket edilecek ve x, degiskeninin degerinde
yapilacak her birim artisla amag¢ fonsiyonu degerinde 900 birim iyilestirme elde edilecektir.
Dolayistyla amag fonsiyonu degerini daha hizla artirabilecek olan x; degiskeni yoniinde hereket
etmek ve x; yoniindeki ¢6ziim alaninin en ug¢ noktasi olan B’ye kadar ilerlemek gerekmektedir.
Simplex metodunun ikinci iterasyonunda ise B ¢ozlimiine komsu olan A veya C ¢oziimlerinden
birisini en iyi ¢dziim aday1 olarak incelemek gerekmektedir. B ¢oziimiine ulasirken A noktasinin
B’ye gore amac fonksiyonu degeri bakimindan daha kotii oldugunu biliyorduk, dolayisiyla A
noktasina geri doniis mantikli bir adim degildir ve C ¢6ziimiinil en iyi ¢6ziim aday1 olarak
incelemek gerekir. C ¢oziimiine ulasmak i¢in ikinci kisit iizerinde hareket ederek x; degiskenin
degeri azaltilitken x, degiskeninin degeri arttirilir. C ¢Oziimiiniin komsularindan D
incelendiginde ise bu noktanin ama¢ fonksiyonu degerinin C’nin amag¢ fonsiyonu degerinden
daha diisiik olacagi goriildiigii icin simplex metodu 6rnek problemimiz i¢in C noktasinin en iyi
¢6zlim oldugu sonucuna varir.

Ornek problemimiz igin simplex metodunun uygulamisi Tablo 3’de verilen simplex
tablocuklartyla gosterilmistir. Simpleks metoduna baslangic ¢6ziimii olarak A noktasi
secildiginde ilk tablocuk elde edilir. Amag¢ fonsiyonu satirinda her degiskenin bir birim
arttirllmasi durumunda amag fonksiyonu degerinde olacak artis gosterilmektedir. Degiskenler
arasinda x; en hizli degisikligi verecegi icin secilir. Yeni bir degiskenin sifirdan farkli bir
degerle yer alabilmesi i¢in iterasyonda verilen tablocukta sifirdan farkl bir degerle ¢6ziimde yer
alan degiskenlerden birisinin (x;; veya x,,) sifira esitlenmesi gerekmektedir. Esitsizlikleri esitlige
¢evirmek amaciyla tanimladigimiz yeni degiskenler x;; ve x,‘nin sifir degerini almasi o kisitin
aktif oldugu anlamina geleceginden, x,,’in sifirlanmasiyla elde edilecek ¢oziim birinci kisiti
saglamamaktadir. Tablo 3’deki ilk tablocukta hesaplanan oran x; degiskeninin ¢éziimde yer
almasiyla hangi degiskenin sifirlanacagma dair bilgi igermektedir. Bu oranlardan en kiigiik
olanmma karsilik gelen degiskenin sifirlanmast durumunda yeni ¢6ziim tim kisitlar
saglamaktadir. Bu durumda x, ¢éziimde sifirdan farkli bir deger alirken, x,, degiskeni sifira
esitlenir ve yeni ¢oziim ikinci tablocukda verildigi gibi elde edilir. ikinci tablocuktan
goriilebilecegi gibi x, degiskeninin amag fonsiyonunu ifade eden satirindaki degeri negatiftir ve
x;’nin sifirdan farkl bir deger alarak amag fonsiyonunu daha yiikseltebilecegini gostermektedir.
Yeni ¢oziimde x,’nin sifirdan farkli bir deger almasi durumunda x;; degiskeninin sifirlanmasi
durumunda yeni ¢6ziim tiim kisitlar1 saglar ve son tablocuk elde edilir. Son tablocuktanda
goriilebilecegi gibi amag fonsiyonu satirindaki degeri negatif olan bir degisken olmadigi en iyi
¢Oziimiin bulundugu anlamina gelir ve simpleks metodu optimal amag fonsiyeni degerini 94.000
ve degiskenlerin degerlerini x;=40 ve x,=60 olarak bulur.

Sekil 1. Ornek Dogrusal Problem I¢in Coziim Alan.

AN

1

o7

Xz




Tablo 3. Ornek Problem igin Simpleks Metodu Tablocuklari.

B.V. | Kisit |z X1 X2 X1 | Xs2 X3 | Xsa | b Oran

z Amag | 1 -1.000 [-900 | O 0 0 0 |[o

X1 1 0 1 1 1 0 0 0 | 100 100+1=100
X2 2 0 2 1,5 0 1 0 0 |[170 170+2= 85
Xg3 3 0 1 0 0 0 1 0 | 100 100+1=100
X4 4 0 0 1 0 0 0 1 100 100+0=2
z Amag | 1 0  |-150 |0 500 |0 0 |385.00

X1 1 0 0 1/4 1 -172 |0 0 |15 15+1/4=60
X1 2 0 1 |34 0 12 0 0 |85 85+3/4=113.33
Xg3 3 0 0 -3/4 |0 -12 |1 0 |15

X4 4 0 0 1 0 0 0 1 100

z Amag | 1 0o 10 600 | 200 | O 0 |94.00

x» |t Jo Jo [1 [4 [2 [0 [0 |60

X1 2 0 1 0 -3 2 0 10 140

X33 3 0 0o |0 3 -2 1 0 |60

X4 4 0 0 0 4 |2 0 1 |40

Ornek problemde simpleks metodu en iyi ¢oziimii bulurken 6 ¢dziimden sadece 2 tanesini
elde ederek en iyi ¢6ziimii bulmustur. Simpleks metodu ile degisken sayisi milyonlara varan
problemler ¢oziilebilmektedir.

Dogrusal programlama problemleri i¢in en yaygin olarak simpleks metodu kullanilmasina
karsin bu problemlerin ¢6ziimii igin diger algoritmalarda gelistirilmistir. Simpleks metodu
¢Oziim alaninin en u¢ noktalarini sistematik bir sekilde ¢ozerek en iyi ¢oziimii elde eder.
Simpleks algoritmasindan sonra gelistirilem metodlar ise ¢6ziim alaninin en ug noktalar1 yerine
¢Oziim alaninin igerisinden giderek en iyi ¢6zlimii elde etmeye gore tasarlanmistir. Bu metodlar
ic-nokta metodlar (interior-point methods) olarak adlandirilirlar. Bu metodlar icin temel
kavramlar iki Sovyet matematicisi Dikin (1967) ve Khachian (1979) tarafindan gelistirilmistir.
Daha sonra Karmarkar (1984) tarafindan yapilan aragtirmalar ilk i¢-nokta metodunun
gelistirilmesiyle sonu¢lanmistir. Karmarkar’in gelistirdigi i¢c-nokta metoduyla birlikte dogrusal
programlama problemlerinin ¢éziimiinde yeni bir alan agilmis ve bu metodun teorik detalar
incelenmis ve metodu iyilestirmek icin degisiklikler onerilmistir (Cavalier ve Soyster, 1985;
Hooker, 1986; Barnes, 1986; Vanderbei et al., 1986; Mizuno et al., 1993).

3.2. Tamsayi-Karisik Dogrusal Programlama Metodlar1

Tamsayi-karisik dogrusal programlama problemlerinin ¢dziimiinde en yaygin olarak dal-
sinir  algoritmasi kullanilir (Land ve Doig, 1960; Balas, 1965; Dakin, 1965). Dal-sinir
algoritmasi tamsayili degiskenlerin alabilecegi tamsayilar kiimesindeki en kiigiik ve en biiyiik
degerler arasinda herhangi bir reel sayiy1 alabilcek sekilde gevsetilmesiyle elde edilen
problemlerin ¢6ziimii esasina dayanir. Her problemin ¢6ziimii sonucunda en iyi ¢6ziim igin bir
sinir elde edilir. Ayrica, tamsayili deger almasi gereken degiskenler sistematik bir sekilde her



problemin soncuna gore degerlendirilerek yeni nodlar olusturulur. Dal-sinir algoritmasinda her
dal asagidaki durumlarda sonlandirilir:

i.  tamsayili deger almasi gereken degiskenlerin timii tamamen veya kismen gevsetilmis
problemde tamsay1li deger alir ve bu ¢oziime tamsayili ¢6zliim adi verilerek en iyi amag
fonsiyonu degeri gerekli olursa giincellenir,

ii.  bir noddaki amag¢ fonksiyonu degeri giincel olan en iyi amag¢ fonksiyonu degerinden
daha kotidiir,

iii.  bir noddaki problemin ¢6ziimii kisitlardan bazilarimi saglamamaktadir.

Bu kriterlere uyularak problem ic¢in dal-sinir agacit olusturulur ve tiim dallar
sonlandirildiktan sonra en iyi ¢éziime ulagilir.

Tamsayi-karigik dogrusal programlama igin olusturdugumuz 6rnek modelde dal-sinir
algoritmasinin ilk problemi tamsayili degiskenler y; ve y,’nin gevsetilmesiyle olusturulur. Bu
durumda elde edilen dogrusal programlama modeli simpleks metoduyla ¢oziiliir ve Sekil 2’de 0
numarali nodda gosterilen ¢dziim elde edilir. Bu nodda elde edilen amag¢ fonsiyonu degeri
92.680’dir ve bu problem i¢in en iyi ¢oziime bir iist sinir verir. Bu ¢oziimde tamsayil
degiskenlerin degerlerinin 0,4 ve 0,6 oldugunu goriiriiz. Bu noddan iki yeni dal {izerinde yeni
nodlar olusturmak gerekmektedir. Bu amagla tamsayili degiskenlerden birisini (y; ve y»)
secmemiz gerekir. Bu problemde rastgele bir segimle y; degiskeni segilmis ve 1 ve 2 numarali
nodlar y;’in 0’a ve 1’e esitlenmesiyle elde edilmistir. Yeni nodlarda elde edilen sonuglar y,
degiskeninin de tamsayili deger almasi sebebiyle sonlandirilir ve en iyi sonucu veren 1 numarali
noddaki ¢6ziim bulunur.

Sekil 2. Tamsay1-Karisik Dogrusal Programlama Ornek Problemi i¢in Dal-Sinir Agaci.

Z=H2.680
$=40, X"=F)D

=04, 1b=0,6
z=B3.500
=0, %=100 =, w=l
=0, =1 yi=1 =0

Tamsayi-karisik dogrusal programlama problemlerinin ¢éziimi i¢in diger bir yaklasimda
ise ilk defa Gomory tarafindan onerilen kesen yiizeyler kullanilir (Gomory, 1958). Bu metodda
tamsayili karar degiskenlerinin gevsetilmis dogrusal programlama problemine ardisik olarak
gecerli esitsizliklerin eklenmesiyle tamsayili ¢oziim elde edilmesi hedeflenir. Son yillarda dal-
siir algoritmalariyla kesen ylizeyler metodlariin birslestirilmesi yoniinde yapilan ¢aligmalarda
¢Oziimii zor olan yamsay1 karisik dogrusal programlama problemlerinde basarili olunmustur. Bu
kapsamda yapilan gelismeler Johnson ve ¢aligma arkadaslari tarafindan 6zetlenmistir (Johnson
ve dig., 2000).

3.3. Dogrulsal Olmayan Programlama Metodlar:

Dogrusal olmayan programlama problemlerinde eniyi ¢6ziimiin Karush-Kuhn-Tucker
(KKT) sartlarma uymasi gereklidir. Bu sartlarin teorik anlamlari iki ayr ¢alugsmada verilmistir
(Karush, 1939; Kuhn ve Tucker, 1951). Oncelikle, dogrusal olmayan programlama
problemlerinde (11) denkleminde verildigi gibi amag¢ fonsiyonunun gradyam ile kisit
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fonksiyonlarin gradyanlarmin her kisit i¢cin tanimlanmis parametrelerle ¢arpimlarinin toplami
sifira esit olmalidir. Eger problemde sadece amag fonksiyonu varsa (amag¢ fonsiyonun eniyi
degeri kisitsiz olarak belirlenecekse) sadece amag¢ fonksiyonun gradyanini sifira esitleyecek
karar degiskenlerinin degerleri amag fonksiyonunu eniyilemis olurlar.

Vf(x')+éijgj(x')+éﬂ.thj(x'):0 (11)
x’[Vf(x’) + zl AV, (x’)J ) (12)

=
& hﬂf;?; 0} J=lr (14)

Ayrica karar degiskenleri alacaklar1 degerlerle tamamlayici kosulart yerine getirmeli (12),
tim kisitlara uymali (13) ve kisitlar igin tanimlanan g¢arpanlardan 4; i¢in (14)’te verilen ek
sartlar saglanmalidir.

Dogrusal olmayan problemlerin optimal ¢oziimiinii elde etmek icin c¢esitli metodlar
kullanilmaktadir (Bazaraa ve dig, 2006). Bu metodlar arasinda yaygin olarak kullanilan Aktif
kisit kiimesi metodunu 5 ana basamaktan olusmaktadir (Fletcher ve de la Masa, 1989):
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Sekil 3: Aktif Kisit Kiimesi Coziim Algoritmasi.

Iterasyon sayaci tanimlanir, i=1.

Problemdeki tiim kisitlarin saglandigi varsayilarak aktif kisit kiimesi bos kiime olarak
belirlenir, J={j |h,=0}. Bu durumda, J= 9, 4=0, j=1,...,

KKT sartlar1 asagidaki gibi yazilir ve x degiskenleriyle 4; (j€J;) carpanlarinin degeri
belirlenir.

.
VI(x)+ D A;Vhi(x)=0
Jj=1
hi(x)<0 jed;

Eger tiim kisitlar esitlik olarak saglantyorsa (/4;(x)=0 ve 4<0, j=1,...,r) mevcut ¢dziim
KKT sartlarini yerine getiriyor demektir ve en iyi ¢6ziim bulunmustur. Mevcut ¢dziim
en iyl ¢ozlim olarak raporlanir ve algoritma durdurulur.

Eger herhangi bir kisit saglanmiyorsa (4,(x)>0) ve/veya 4,<0 ise:

a. lIterasyon sayaci giincellenir, i=i+1.

b. Carpam sifirdan kiigiik deger alan bir kisit aktif set kiimesinden ¢ikarilir. Birden
fazla carpanin sifirdan kiiciik olmasi durumunda sifirdan farki en biiyiik olan kisit
secilerek aktif kisit kiimesinden ¢ikarilir ve J; kiimesi giincellenir.

c. Saglanmayan kisitlar (%;(x)>0) J; kiimesine eklenerek giincellenir.

d. 3. basamaga doniilerek yeni bir iterasyon yapilir.

Amag fonksiyonun eniyilendigi sartlar1 (36.15)’de verildigi gibi yazabiliriz:

1
X : (1000)[14j X5 —A =2, -4 =0
(15)
9 1
X (900)[ ) A —154,-2,=0

. 14), s _
x o x| (1000) s x P-4 -24-4 (=0

1
XX ((900)(%};'0 —l-152, —/14]:0
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X +x, <100
2x, +1.5x, <170
x, <100

x, <100

2y (X +x, -100) =0

2y (2x,+1.5x, -170) =0
3(x =100)=0
A4 (x, —100)=0

X,%, 20

Q4525 25,24 >0

Ornek problem igin ¢dziim alan1 grafiksel olarak Sekil 4’te verilmistir.

Sekil 3’te verilen aktif kisit kiimesi metod uygulandiginda 6rnek problemde en iyi ¢éziim
olarak, x;=44.4775, x,= 54.03, 1,=0, 4,=362.3517, A;=0, A4=0 belirlenir. Bu sonug¢tan da
goriilebilecegi gibi en iyi ¢Oziimde birinci, iginci ve dordiincii kisit esitsizlikler olarak
saglanmakta (1,=0) ve ikinci kisit ise esitlik olarak saglanmaktadir.

Dogrusal olmayan programlama problemlerinin ¢6ziimii i¢in diger yaklagimlardan en yagin
olanlar1 arasinda indirgenmis gradyan, ardisik karesel programlama, giivenli alan ve ig¢-nokta
metodlari sayilabilir (Bazaara, ve dig., 2006).

Sekil 4: Dogrusal Olmayan Programlama Ornek Problemi I¢in Coziim Alam

N\
10N

X2
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3.4. Tamsayl-Karisik Dogrusal Olmayan Programlama Modelleri

Tamsayi-karigik dogrusal olmayan programlama problemlerinde eniyi ¢dziimiin hem
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) sartlarina uymasi hemde tamsayili kisitlar1 yerine getirmesi
gereklidir. Bu problemlerin ¢dziimiinde en yaygin olarak kullanilan ¢6zlim metodlarindan birisi
dissal yaklasiklamadir (Duran ve Grossmann, 1986; Viswanathan ve Grossmann, 1990).

Digsal yaklagiklama metodu tamsayi-karigik dogrusal olmayan problemin ikiye ayrilmasi
esasina dayanir. Sekil 5°te de gosterildigi gibi tamsayili degiskenlerin belli degerlere
sabitlenmesi sonucu (6rnegin 0 veya 1) dogrusal olmayan bir alt problem elde edilir. Bu alt
problemin ¢oziilmesiyle eniyi ¢oziim i¢in bir iist limit elde edilir ve degiskenlerin degerleri
belirlenir. Problemde yer alan dogrusal olmayan kisitlarin degiskenlerin aldiklar1 degerlerde
tegetlerinin alinmasiyla bu kisitlar dogrusal olarak yaklagiklastirilir. Daha sonra dogrusal olarak
ifade edilen probleme tamsayili degiskenlerin de eklenmesiyle tamsayi-karisik ana problem elde
edilir. Tamsayi-karisik ana problemin ¢6ziimiiyle ise amag fonksiyonu igin alt limit elde edilir
ve tamsayili degiskenler i¢in yeni degerler belirlenir. Dogrusal olmayan alt problemden elde
edilen iist limitle tamsayi-karigik ana problemden elde edilen alt limit karsilagtirilarak eniyi
¢Oziimiin bulunup bulunulmadigi kontrol edilir. Eger alt limitin degeri iist limitten biiyiik veya
esitse metod en iyi st limiti veren dogrusal olmayan programlama problemi sonucunu
raprolayarak sonlanir. Eger iist limit alt limitten kiiciikse en son ¢oziilen tamsayi-karigik ana
problemden elde edilen tamsayili degisken degerleri sabitelenerk yeni bir dogrusal olmayan
programlama problemi elde edilerek dongiiye devam edilir.

Sekil 5: Digsal Yaklasiklama Metodu

v Degiskenlerinin

Degerleri
Dogrusal Omayan AR | 70
Tamsag'r:]'(h‘:’l';ﬁj'k ANa | 2L alt Limit
y degiskenbernin
o, yeni dederier
Hayir Evet

j&% Eniyi Gaziim

Ornek problemin eniyi .cziimii disssal yaklasiklama metoduyla 3 dogrusal olmayan alt
problemin ve 2 tamsayi-karigik ana problemin ¢oziilmesiyle elde edilmistir. Digsal yaklasiklama
metoduyla elde edilen ¢oziimde degiskenlerin degerleri, x,=85, x,= 0, y=1 ve y,=0 olarak
belirlenmistir. Coziimde raporlanan en iyilenmis amag fonsiyonmu degeri ise 61.710,76’dur.

Tamsayi-karigik dogrusal olmayan programlama problemlerinin ¢oziimii i¢in diger
yaklagimlardan en yaygin olanlar1 arasinda mantik tabanli metodlar (Tiirkay ve Grossmann,
1996) dal-sinir algoritmalar1 (Gupta ve Ravindran, 1985; Leyffer, 2001), dal-ve-kes
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algoritmalar1 (Stubbs ve Mehrotra, 1999), genellendirilmis Benders ayrigtirma metodu
(Geoffrion, 1972) sayilabilir.

4. SONUC

Bu boéliimde isletmelerin verimliliklerini arttirmakta ¢ok énemli rol oynayan optimizasyon
teknolojisi ile ilgili detayli bilgi verilmistir. Giin gegtikge gelisen sanayimizin rekabetgi
olabilmesi igin verimliligin arttirilmasi kaginilmaz bir zorunluluktur. Globallesen diinya iiretim,
hizmet ve finans sektorlerinde onemli firsatlari beraberinde getirmektedir. Bu firsatlarin en
akile1 ve etkin olarak egerlendirilmesi i¢in iyi bir modelleme, ¢6ziimleme ve analiz
platformunun gergeklestirilmesi kaginilmazdir.
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